CONOCIENDO SOBRE MATEMATICA

Tema: Matematica / Fundamentos / Teorema de Godel

El teorema de incompletitud de Gddel es uno de los resultados mas profundos y paradojicos de la
logica matematica. Es también, quiza, el teorema que ha ejercido mas fascinacion en ambitos
alejados de las ciencias exactas. Autores como Lacan, Deleuze, y otros han invocado a Godel en
arriesgadas analogias. Junto con otras palabras magicas de la escena posmoderna como “caos”,
“indeterminacion”, “aleatoriedad”, el fenomeno de incompletitud se ha asociado también a
supuestas derrotas de la razon y al fin de la certidumbre en el terreno mas exclusivo del
pensamiento: el reino de las formulas exactas.

Pero que dice [y qué no dice) el teorema de Godel

El teorema de Godel trata de la distancia, y la
diferencia, entre la verdad en matematica y la parte de
verdad que puede demostrarse a partir de axiomas, en
esos textos con formulas y pasos logicos encadenados
que los matematicos llaman demostracién. En otras
disciplinas es claro que lo verdadero no necesariamente
coincide con lo demostrable. Basta pensar en un crimen
en un cuarto cerrado con dos unicos sospechosos junto
al cadaver. Cada uno de estos dos sospechosos sabe
toda la verdad sobre el crimen, que puede resumirse en

La cuestion de lo demostrable empieza cuando

la frase: “"Yo fui” o “Yo no fui”. Sin embargo, si el juez no los dos dicen “Yo no fui
dispone de la confesion directa del culpable, debe

intentar un camino indirecto: recoleccion de evidencias materiales; verificacion de horarios y
coartadas: etcétera.

Muchas veces este camino indirecto no alcanza a demostrar, de acuerdo con los estrictos
requisitos legales, ni la culpabilidad de uno ni la inocencia del otro. En todas las disciplinas
hay una distancia entre la verdad y lo demostrable. Sin embargo, los matematicos siempre
pensaron -por lo menos hasta el siglo XIX- que los mundos de lo verdadero y lo demostrable
eran identificables, y que cualquiera fuera la verdad que pudieran observar en el cielo
platdnico de los objetos matematicos (cierto orden, conexiones, patron de regularidad], esa
verdad podria reobtenerse “por escrito” mediante el método axiomatico, como tesis de una
demostracion.

A principios del siglo XX hubo una crisis en los fundamentos de la matematica a partir de una
paradoja que descubrio Bertrand Russell en la teoria de conjuntos. Russell y David Hilbert,
cada uno por su lado, se propusieron la tarea de reconstruir todo el edificio de la matematica a
partir de axiomas indudables, y de una teoria de la demostracion “segura” que permitiera
chequear y regenerar todas las pruebas matematicas sin necesidad de recurrir a la
inteligencia, sino por metodos puramente mecanicos. El programa formalista de Hilbert tenia
el objetivo de refundar la matematica a partir de la teoria mas elemental [y mas probada en la
historial: la aritmética, esto es, los nUmeros que usamos para contar, con las operaciones
habituales de suma y multiplicacion, tal como se aprenden en la escuela primaria.

Hilbert se proponia postular axiomas que permitieran obtener, via demostraciones “seguras”,
todos los enunciados verdaderos de la aritmética. La coronacion de su programa seria dar una
prueba también “segura” de consistencia para la aritmética, que alejara para siempre la
posibilidad de volver a encontrar las temidas paradojas y contradicciones. Hasta 1930 estaba
trabajando en esta ultima demostracion. Pero en 1931, el teorema de Godel dio por tierra con
SUs esperanzas:

Godel probo que cualquiera fuera el sistema de axiomas que Se propusiera para la aritmética, si ese
sistema era consistente (es decir, si no llevaba a contradicciones) habia enunciados verdaderos que
no podian ser demostrados por el sistema.

Asi, el teorema de Godel replica la situacion del crimen con dos sospechosos: para cada
sistema axiomatico propuesto para la aritmetica, hay enunciados que, por la exigencia del
protocolo fijado, el sistema no puede ni probar ni refutar.
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El teorema de Godel destruyo una por una todas las esperanzas de Hilbert: en primer lugar,
mostro la imposibilidad de fundar toda la aritmética sobre axiomas. Aun peor, uno de los
enunciados no demostrables exhibidos por Godel fue, justamente, la propiedad de consistencia,
lo que liquida tambiéen el plan de Hilbert de dar una fundamentacion ultima y absoluta para la
matematica a partir de la aritmética. Como una ultima ironia, la demostracion dada por Godel
para su teorema si es perfectamente “segura” y cumple todos los requisitos formales.

Por qué el teorema de Godel intereso (y debe interesar) fuera de la matematica

La forma en que se expresa el conocimiento en diversos campos tiene algo del mecanismo de
los sistemas axiomaticos: unos pocos principios “duros” y firmemente asentados, y un devanado
de argumentos que justifican todas las demas afirmaciones en base a esos primeros postulados.
Aun en escuelas de pensamiento contrapuestas, una vez fijados y determinados estos primeros
principios, muchas veces antagonicos, hay un modo de razonar y justificar -un protocolo

logico- que hasta cierto punto se comparte. De manera que no es extrano entonces que la clase
de limitacion para los sistemas formales que marca el teorema de Godel haya hecho reflexionar
a otros pensadores sobre los fundamentos de sus propias disciplinas. Sin embargo, muchas
veces las extrapolaciones apresuradas y las analogias demasiado ligeras han llevado a
conclusiones tremendistas, erroneas, a veces incluso risibles.

Sobre el “por qué” y el “cémo” Godel V
Durante varios anos trabajamos con Gustavo Pineiro para (para tOdOS)
comprender quée hecho matematico da origen al fendmeno de Guillermo
incompletitud. Finalmente identificamos un principio elemental M artinez
gue pone en marcha toda la demostracion de Godel y explica Y (GGustavo
por qué la aritmética es incompleta (ver recuadro). Pineiro

A partir de ese hallazgo escribimos Gddel para todos (Destino,
2010), buscando acercar una de las mayores hazanas
Intelectuales del siglo XX a lectores no especializados.
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Godel para todos.
Buenos Aires, Editorial Destino, 2010

CIENCIA A GOTAS
“Lo que sabemos es una gota, lo que no sabemos es un océano”. Isaac Newton
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